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Resumo: O método de simulação bootstrap tem se mostrado bastante efi ciente 
no tocante à criação de intervalos de confi ança bootstrap para testar a consis-
tência dos estimadores de métodos não paramétricos como, por exemplo, DEA, 
FDH e outros. Estimações bootstrap feitas no sentido de testar a tecnologia tam-
bém têm mostrado resultados bastante interessantes (SIMAR e WILSON, 1999). 
Este método reduz os risco de interpretações errôneas ou viesadas inerentes aos 
modelos não paramétricos, já que os mesmos não utilizam estatísticas de tes-
tes para medir a consistência de seus estimadores. Este trabalho em particular 
tem como objetivo principal verifi car se índices de tecnologia, estimados pelo 
método Malmquist convencional, apresentam variação de efi ciência e de tecno-
logia signifi cativa quando são submetidos a um teste de hipótese bootstrap. São 
utilizados dados de empresas de saneamento do Brasil para o período de 1998 a 
2003. Os resultados mostram que os períodos analisados apresentam variações 
signifi cativas em seus índices de efi ciência. Estas variações estão, em certos ca-
sos, ligadas aos efeitos de mudanças tecnológicas. As distribuições dos índi-
ces de efi ciência sob simulação têm se mostrado muito suscetíveis às variâncias 
bootstrap estimadas para cada período, desenhando distribuições mais dispersas 
que outras. No entanto, tais testes têm se mostrado efi cientes no sentido de apro-
ximar os resultados estimados de sua verdadeira fronteira.
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Abstract: The bootstrap simulation method appears quite effi  cient for 
estimation of bootstrap confi dence intervals and testing signifi cance of 
estimators in non parametric models such as DEA, FDH and others. 
Bootstrap estimation to test technological diff erences also showed in-
teresting results [Simar and Wilson (1999)]. This approach can reduce 
the risks of erroneous interpretations of results of non parametric mod-
els. This paper aims to verify if Malmquist indices present technologi-
cal variation when submitted to bootstrap test of hypothesis. Data from 
Brazilian sanitations companies for the period 1998-2000 are used. The 
results show that some periods present variations in their indices of 
effi  ciency, and in certain cases, in their indices of technology . The 
distribution of indices of technology under simulation has shown very 
susceptible to the bootstrap variances for each period, drawing distri-
butions more dispersed than others. However, bootstrap tests have re-
vealed effi  cient in the approximation of the true unknown frontier.

Key-words: DEA. Technology. Resampling. Bootstrap. Malmquist In-
dices.
JEL codice: H4, C14

1 Introdução

O setor de saneamento do Brasil vem enfrentando grandes di-
fi culdades tanto no serviço de fornecimento de água quanto no serviço 
de coleta e tratamento de esgoto. O percentual de perda de água durante 
o fornecimento chega a ser de 43% de toda a água produzida. Quanto à 
coleta de esgoto, apenas 34% dos domicílios brasileiros possuem cone-
xão com a rede de esgoto. Dois terços destes ainda continuam a lançar 
seus dejetos em locais inapropriados, poluindo rios, mares e lençóis 
freáticos (SNIS, 2006). Destaque deve ser dado à proliferação de doen-
ças que têm forte relação com a taxa de mortalidade infantil, com maior 
efeito em regiões de baixa renda (COELHO, 2004). Segundo a organi-
zação Mundial de Saúde (OMS), cerca de oitenta tipos de doenças são 
transmitidas diretamente por água contaminada (CARMO e TÁVORA 
JUNIOR, 2003).
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As externalidades negativas ocasionadas pela falta de infra-es-
trutura se devem em grande parte à falta de investimentos no setor. Esta 
falta de investimento acaba aumentando signifi cativamente os gastos pú-
blicos, pois se observam elevadas taxas de internamentos hospitalares 
oriundas da falta de esgotamento sanitário. Segundo o Sistema Único de 
Saúde – SUS (2000), para cada real investido em saneamento, os municí-
pios acabam por economizar cinco em gastos no setor de saúde. 

Segundo Sampaio e Sampaio (2006), entre 1998 e 2003, a média 
de população atendida com água e com esgoto foi de 70% e 33%, respec-
tivamente. Isto implica diretamente nos problemas sociais já mencionados. 
A extensão das redes de água e esgoto tem mostrado alta correlação com o 
crescimento da população brasileira, o que confi rma a grande necessidade 
de investimentos no setor. Outro aspecto que merece destaque é o percen-
tual de tratamento de água e esgoto pelas empresas. Para o tratamento de 
água, o percentual se manteve em uma média de 85% de 1998 a 2003, 
enquanto que o tratamento de esgoto teve um aumento de 5% ao ano, pas-
sando de 45% para 58% de esgoto tratado, no mesmo período.

Contudo, esta situação é considerada ainda insatisfatória, pois 
a expansão é constantemente freada pela carência de recursos por parte 
do governo, devido à elevada divida interna dos estados e municípios 
e aos compromissos com relação ao superávit primário. Como os ser-
viços de água e saneamento são operados como monopólios naturais, é 
possível efetivar a descentralização desses serviços e o ingresso do se-
tor privado, mas há necessidade de estabelecimento de marco regulató-
rio compatível. Já existe em curso uma experiência pioneira de parceria 
publico/privada (PPP) para gerar investimentos, tanto a nível municipal 
como estadual, através de concessões (FUJIWARA, 2005). No entanto, 
não foram feitas avaliações do desempenho desses novos arranjos.

A desigualdade na oferta do serviço tanto é social, como antes 
destacado, como geográfi ca. Segundo Coelho (2004), nas regiões com 
população mais pobre, como o Nordeste, a carência do serviço é mais 
acentuada. Em 2000, 56% dos municípios da região não dispunham de 
acesso a esse serviço. 

Dada a carência constatada, principalmente em relação ao 
saneamento, é interessante analisar a possibilidade de expansão e me-
lhoria do sistema através da estimação de fronteiras de efi ciência e de 
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regressões buscando fatores explicativos dessa inefi ciência. Diversida-
des regionais podem talvez explicar a fonte das disparidades constata-
das. Utilizando o modelo DEA, Sampaio e Sampaio (2006) construíram 
fronteiras de efi ciência, constatando que as empresas de tratamento de 
esgoto possuem níveis de efi ciência inferior aos obtidos pelas empresas 
de distribuição de água. A efi ciência global do setor se mostrou po-
sitivamente correlacionada com os níveis de efi ciência dos setores de 
distribuição de água e de tratamento de esgoto, porém a infl uência do 
sistema de abastecimento de água é o dobro da do sistema de coleta de 
esgoto. Fatores como lucro líquido para cada um dos setores, juntamen-
te com as despesas com empregados e a localização no sul do país tem 
efeito positivo sobre o nível de efi ciência. A análise empreendida, no 
entanto, apresenta diversas limitações.

A primeira refere-se à estimação de fronteiras não-paramé-
tricas, a qual supõe distribuições conhecidas somente assintoticamen-
te. A partir dos anos noventa, a econometria tomou consciência que o 
custo de uma má especifi cação de um modelo está intimamente ligado 
ao risco crescente de conclusões errôneas. O desenvolvimento de téc-
nicas de estimação menos restritivas e a procura de modelos melhor 
especifi cados fi zeram com que a descoberta de testes mais consisten-
tes se tornasse o objetivo principal dos economistas. A preocupação 
principal, centrada nas estimativas nas décadas precedentes, voltou-se 
para a inferência estatística. Foi neste contexto que diversos métodos 
de simulação, como Monte Carlo e Bootstrap, vieram à tona. O obje-
tivo destes métodos é encontrar uma resposta à necessidade de testar a 
confi abilidade das estatísticas largamente utilizadas e estimar testes de 
hipóteses e intervalos de confi ança mais próximos da verdadeira distri-
buição estatística, a qual é desconhecida.  

Beran (1986) e Hall e Titterington (1989) foram os primeiros 
a propor uma simulação baseada no Bootstrap. Derivado do método 
de Monte Carlo, ele se diferencia deste primeiro pelo fato do termo de 
erro ser “desenhado” de amostras construídas a partir de uma amostra 
original. Estas amostras são tiragens aleatórias da amostra original e 
não existe um modelo a priori que suponha um formato para a distri-
buição. O Bootstrap tem diversos tipos de aplicações, especialmente 
nas situações onde os modelos tradicionais têm certas difi culdades em 
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obter resultados satisfatórios. O bootstrap pode estabelecer, sob certas 
condições, testes de hipóteses e intervalos de confi ança mais confi áveis 
do que os dos modelos tradicionais (Mínimos Quadrados Ordinários, 
Máxima Verossimilhança, Mínimos Quadrados Ponderados, etc.). 

O princípio do Bootstrap consiste em especifi car um DGP 
(Processo Gerador de Dados), nomeado DGP Bootstrap, substituindo 
os parâmetros e as distribuições de probabilidade desconhecidas no 
modelo, por estimativas empíricas destes últimos. A distribuição da 
probabilidade das estatísticas de teste sob este DGP artifi cial é cha-
mada Distribuição Bootstrap. Deste modo, pode-se calcular um teste 
bootstrap ou uma p-value bootstrap usando a distribuição bootstrap no 
lugar da distribuição nominal.  Se o DGP Bootstrap for sufi cientemente 
próximo do verdadeiro DGP, os dados gerados por este DGP serão si-
milares àqueles que seriam gerados pelo verdadeiro DGP. 

A abordagem Bootstrap é também adaptada ao caso das fron-
teiras não paramétricas. As fronteiras são construídas a partir de um 
DGP, pivô assintótico de um DGP desconhecido, compatível com to-
das as defi nições, suposições e propriedades do conjunto de produção. 
Essas regras permitem estabelecer uma fronteira de produção coerente 
com a teoria da produção, mesmo na ausência de uma forma funcional. 
Jensen (2000), Simar (1992), Horrace e Richards (2004), Hall, Hardle e 
Simar (1995) e Simar e Wilson (1998, 1999) são exemplos de trabalhos 
que estimaram fronteiras bootstrap a partir das abordagens paramétri-
cas e não paramétricas.

A segunda defi ciência decorre do fato de se fazer inferências 
sobre mudança na tecnologia, comparando fronteiras estimadas para 
cada ano. Como já visto, o uso da abordagem bootstrap permite o teste 
de hipóteses e o cálculo de intervalos de confi ança. Mas a medida de 
produtividade em si pode ser questionada.

Färe et al. (1992) expandiram a idéia inicial proposta por Far-
rell (1957) juntamente com os conceitos de “medida de produtividade” 
desenvolvida por Caves et al. (1982) para desenvolver o Índice Mal-
mquist de produtividade, que pode ser decomposto em “índice de mu-
dança na tecnologia” e “índice de mudança na efi ciência” ao longo de 
dois períodos de tempo, 1t  e 2t . Simar e Wilson (1999) expandiram os 
resultados propostos por Färe et al. (1992) e deram uma interpretação 
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estatística aos índices de produtividade Malmquist e seus componentes, 
propondo um Índice Bootstrap Malmquist para estimar intervalos de 
confi ança bootstrap para tais índices.

A grande contribuição de Simar e Wilson (1999) está no fato 
de testar se as mudanças em produtividade, efi ciência e tecnologia são 
signifi cantes no sentido estatístico. Em outras palavras, a metodologia 
bootstrap permitiu estabelecer testes de hipóteses e intervalos de con-
fi ança de modo a verifi car se tais mudanças são reais, ou meros elemen-
tos ligados ao fato da verdadeira fronteira de produção não ser conheci-
da e ser estimada para dar consistência a amostras fi nitas.

Para isto, eles ampliaram o procedimento bootstrap desenvol-
vido por eles mesmos em, 1998, (SIMAR e WILSON, 1998) para esti-
mar intervalos de confi ança das funções distâncias usadas na construção 
da inefi ciência técnica de métodos não paramétricos (DEA, FDH, en-
tre outros). Eles demonstraram que o segredo para se obter estimações 
consistentes estatisticamente para estes intervalos de confi ança está na 
escolha do processo de replicação do DGP não observado.

Visando ampliar e testar estes resultados, este artigo tem 
como objetivo principal avaliar as medidas de efi ciência técnica e tec-
nologia das empresas de saneamento do Brasil para o período de 1998 a 
2003 através da estimação de teste de hipótese e intervalo de confi ança 
bootstrap, segundo Simar e Wilson (1999). Isto é, verifi car se os índices 
de tecnologia estimados pelo método Malmquist tradicional estariam 
de fato sendo infl uenciados por mudanças na tecnologia ou se os níveis 
de efi ciência estão ligados unicamente à má alocação dos fatores de 
produção disponíveis sem mudança tecnológica.

Alguns fatores infl uenciaram na escolha da metodologia DEA. 
Um deles foi o fato de o DEA não exigir que as fi rmas assumam compor-
tamento de minimização e maximização de lucros, como na abordagem 
paramétrica de fronteira de produção. Isto é muito conveniente quando 
se analisam empresas de saneamento, cujas características se aproximam 
mais de um oligopólio concorrencial. Esta estrutura de mercado admite a 
possibilidade de adoção de outras estratégias pelas fi rmas.

Na próxima seção, são defi nidos os índices Malmquist no 
senso da abordagem não paramétrica e introduzido o conceito de Índice 
Bootstrap Malmquist proposto por Simar e Wilson (1999) para testar a 
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hipótese de tecnologia constante e quantifi car as inferências estatísticas 
bootstrap. São apresentados também os dados e variáveis utilizados na 
análise. A seção 3 apresenta os resultados encontrados por tais técnicas 
no âmbito das empresas de saneamento do Brasil e, na seção 4, são 
apresentadas as conclusões e considerações fi nais.

2 Metodologia

A abordagem não paramétrica tem como característica princi-
pal a ausência de uma forma funcional que explique como os insumos 
são transformados em produtos. Dentre os vários métodos usados na 
teoria de funções fronteiras, o mais conhecido é o Data Envelopment 
Analysys (DEA), desenvolvido por Charnes, Cooper e Rhones (1978).

Banker (1993) provou a consistência dos níveis de efi ciência 
baseados na distância produto, mas não quantifi cou a taxa de conver-
gência na qual esses níveis de efi ciência se aproximam de seus verda-
deiros valores.  Korostelev et al. (1995a, 1995b) analisaram também 
este mesmo problema e derivaram a velocidade de convergência em 
direção do conjunto de produção desejável, mas não em relação aos 
níveis de efi ciência propriamente ditos. Kneip et al. (1998) ampliaram 
esta mesma análise para o caso de múltiplos insumos e produtos. Em 
seguida eles calcularam a velocidade de convergência em direção aos 
verdadeiros conjuntos de produção e níveis de efi ciência.

Diante da complexidade e da natureza multidimensional dos 
estimadores DEA, as distribuições da amostra não são obtidas tão facil-
mente. Gijbels et al. (1999) conseguiram derivar uma distribuição assin-
tótica para o caso de um insumo e um produto usando os termos de erros 
e suas respectivas variâncias assintóticas.  Simar e Wilson (1998) propu-
seram uma estratégia bootstrap para analisar a sensibilidade das medidas 
de efi ciência ao longo das variações das amostras bootstrap. Para isto, 
eles estimaram intervalos de confi ança e correções de vieses próprios do 
método DEA. Todavia, este procedimento estava condicionado a regras 
de homogeneidade restritivas para as distribuições de efi ciência.

Esta próxima seção, em particular, se concentra no método 
utilizado por Simar et Wilson (1999) como uma extensão do método 
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proposto por esses mesmos autores em 1998. Eles fazem uma revisão 
teórica das medidas de produtividade, efi ciência e tecnologia propostas 
por Färe et al. (1992) para o Índice Malmquist e aplicam uma simulação 
bootstrap que permite estabelecer intervalos de confi ança e testes de hi-
póteses para verifi car a consistência dos índices de tecnologia ao longo 
de dois períodos de tempo.

2.1 O Índice Malmquist

O Índice Malmquist foi elaborado inicialmente por Färe et al. 
(1992) com o objetivo de medir as variações de produtividade, efi ciên-

cia e tecnologia entre os períodos de tempo 1t e 2t . Para isto, eles utili-
zam taxas de variação onde estes índices seriam calculados com base 
nos níveis de efi ciência estimados para um conjunto de observações 
analisadas sob a forma de dados de painel.

Neste caso, o nível de efi ciência da fi rma i no tempo 1t  com 

relação à tecnologia existente no período, para Nii ,,2,1, …=∀ , será 
então dado por

                                                                                       (1)

Onde x, y e θ representam a matriz de insumos, a matriz de produtos e o 
valor a ser maximizado pelo método de programação, respectivamente.

A equação (1) nos dá a função distância 11 tt
iD , uma medida 

da distância normalizada da i-ésima fi rma no espaço insumo/produto do 

tempo 1t  sobre a fronteira do conjunto de produção do tempo t1 num hi-

perplano onde os produtos se mantêm constantes. Assim, 10 ≤≤ tt
iD  

(distância produto). Se existem dois períodos de tempo, de modo que
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Segundo Färe et al. (1992), a medida da produtividade da fi r-

ma i no espaço de tempo 1t  e 2t , onde 12 tt > , será então

                                                                                      (2)

Se 1),( 21 <ttM i , tem-se aumento na produtividade de 1t  

para 2t , se 1),( 21 >ttM i , tem-se uma diminuição na produtividade do 

período 1t  para 2t . Se 1),( 21 =ttM i , nenhuma mudança de produtivi-

dade operou-se entre os períodos 1t  e 2t .
A variação de produtividade Mi(t1,t2) é o produto do índice 

de efi ciência Ei(t1,t2) e do índice de tecnologia Ti(t1,t2), de modo que 
Mi(t1,t2) = Ei(t1,t2)× Ti(t1,t2).

Os níveis de efi ciência calculados pela equação (1) não são 
observados na prática.  Isto ocorre porque não se tem informação sobre 
toda a população de fi rmas. Para resolver este impasse, os modelos de 
estimação de fronteiras recorrem a métodos de estimação que, sob cer-
tas condições, poderiam se comportar como a população total e, assim, 
gerar estimadores para a equação (1) que seriam, em teoria, não-viesa-
dos em relação aos verdadeiros valores desconhecidos. Este é o caso 
dos métodos DEA, FDH e outros. Eles estimam níveis de efi ciência que 
são considerados assintoticamente convergentes aos verdadeiros níveis 
de efi ciência.

Em forma de programação linear, o estimador da equação (1) 

pelo método DEA, para dois períodos de tempo, 1t  e 2t , é dada por:
                                              
                                                                                        (3)
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2.2 O Índice Bootstrap Malmquist

Baseando-se nas cinco hipóteses defi nidas por Kneip et al. 
(1998) para caracterizar o DGP (Processo Gerador de Dados) de um 
modelo DEA clássica, Simar e Wilson (1999) as adaptaram ao caso 
do Índice Malmquist. Assim, este índice pode ser estimado sob certas 
condições que garantem resultados mais confi áveis (como convexidade 
do conjunto de produção), além de defi nir um formato para as funções 
densidades de ),(ˆ 21 yxD tt

i , estimador consistente de ),(21 yxD tt
i .

O Índice Bootstrap Malmquist foi proposto por Simar e Wilson 
(1999) para testar a consistência dos níveis de efi ciência de amostras em 
cross-section pela estimação de intervalos de confi anças derivados de uma 
densidade gaussiana de Kernel. Este método consiste em replicar um dado 
DGP de modo que possamos gerar um número grande B de pseudo-amos-
tras, dadas por                                                                                      . Para cada 

replicação bootstrap Bb ,,1…= , é usada a equação (3) para medir a 
distância de cada observação da amostra em relação à amostra original 
ϕ  e estimar fronteiras para cada período dos pseudo-dados em *ϕ . A 
equação (3) é então substituída pela equação

                                        
                                                                                       (4)

Onde [ ]**
1

* ,, Ntt
t yyY …=  e [ ]**

1
* ,, Ntt

t xxX …= .

Para os dois períodos de tempo, 1t  e 2t , este método          
bootstrap estima                                                          para cada fi rma 

Ni ,,1…=  Estas estimações podem então ser usadas para construir as 
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A técnica a ser empregada neste trabalho para estabelecer in-
tervalos de confi ança bootstrap será smoothed bootstrap, desenvolvida 
por Silverman (1998). Nesse caso em particular, é necessário cons-

truir amostras bootstrap ),( **
itit yx  a partir de uma função de densidade

),(ˆ yxf  em ϕ . A função ),(ˆ yxf  representaria uma atenuação, um 

estimador consistente da densidade subjacente ),( yxf  de ϕ . Estas 

sentenças equivalem a estimar a densidade ),,( Dyf η  e construir as 

amostras bootstrap 
1 1** *( , , )t t

it it iy Dη . 
Silverman (1998) propõe um método para construí-las cha-

mado cross-validation. Este método consiste em utilizar os estimadores 

de )ˆ,,( Zyf η  a partir de um conjunto                                                , 

onde ]ˆ,ˆ[ 2211 tt
i

tt
ii DDZ = , a i-ésima linha da ( )2×N  matriz contendo 

os índices de efi ciência originais. 
No trabalho publicado por Silverman (1998), o processo de 

cross-validation foi construído para desenhar densidades para observa-
ções em cross-section. Simar e Wilson (1998) adaptaram este procedi-
mento para quantifi car intervalos de confi anças bootstrap para os índices 
de efi ciência estimados na ausência de correlação temporal. No entanto, 
para dados de painel, a presença de correlação serial é forte entre os 
dados e serve para explicar os efeitos sobre a produtividade, efi ciência 
e tecnologia ao longo do tempo. Portanto, para preservar tal correlação, 
Simar e Wilson (1999) introduziram o conceito de Densidade Bivaria-

da de Kernel, que estima a densidade conjunta de { }1 1 2 2

1
ˆ ˆ,

Nt t t t
i i i

D D
= .

Através de alguns procedimentos de cálculos, Simar e Wilson 
(1999) puderam encontrar o estimador da densidade bivariada de Ker-
nel, dado por:

 

                                                                                        (5)

4

2
1

1ˆ ( )
4

N
j

j
j

z
f z K

Nh h=

− ∆⎛ ⎞
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∑
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Onde j∆  é a j-ésima linha de uma matriz ∆ , formada por 

dois vetores ]ˆ,,ˆ[ 1111
1

tt
N

tt DDA …=  e ]ˆ,,ˆ[ 2222
1

tt
N

tt DDB …=  de dimen-

são )24( ×N . )(⋅jK  representa a função densidade normal bivariada, 

[ ]21 zzz =  e h  nos dá o parâmetro de amortização. 

A consistência de )(ˆ zf  requer que 0→h  à medida que
∞→N , mas não tão rápido. Assim, teremos necessidade de um h  

que tenha a propriedade seguinte: )( )4(1 ++−Ο= qmNh . O parâmetro de 
amortização minimiza a média assintótica dos erros quadráticos quando 
os dados são normalmente distribuídos, com variância 1 e covariância 

zero. O estimador ĥ  foi criado inicialmente para o caso de uma densi-
dade univariada. Silverman (1998) sugere que, para dados bivariados, 

ele teria a propriedade ])54[( 61Nh Ο= . 

Uma vez obtidos os valores                                                            , 

pode-se então estimar os valores ),(ˆ
21

* ttM i , ),(ˆ
21

* ttEi  e ),(ˆ
21

* ttTi  
para então calcular as inferências estatísticas bootstrap. Como se está 
interessado no índice de tecnologia em particular, as inferências serão 
estimadas com base neste índice.

Considere-se o conjunto bootstrap estimado para o índice de 
tecnologia dado por                                 . O viés bootstrap estimado para 
este índice será:

                                                                     
                   
                                                                                       (6)

A variância dos valores bootstrap ),(ˆ
21

* ttTi  nos dá o es-

timador da variância de ),(ˆ
21 ttTi  ou ( 2σ̂ ). Assim, a média esti-

[ ] ),(ˆ),(ˆ),(ˆ
21

1
21

*1
21 ttTttTBttTViés i

B

b
iiB −= ∑

=

−

{ } 

  B 

   b i t t T   1 2 1 
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mada dos erros quadráticos de ),(ˆ̂
21 ttT  será 2ˆ4σ  se ∞→B , e 

[ ]2
21

2 )]),(ˆ[(ˆ ttTViés iB+σ   tomando como base ),(ˆ
21 ttTi . A variância 

bootstrap terá então o formato
                         
                                                                                       (7)

Os valores bootstrap ),(ˆ
21

* ttTi  podem agora ser utilizados 
para construir intervalos de confi ança para seus verdadeiros valores 

),( 21 ttTi . Todavia, como a distribuição de                                                         é 
desconhecida, estes intervalos são calculados a partir das amostras 
bootstrap. O objetivo é aproximar a distribuição desconhecida de                                                                                                                                               
       

                        através da distribuição de                                        .  
O processo bootstrap estabelecido por                      , originário de 

),(ˆ
21 ttTi , pode então ser usado para obter uma aproximação empírica 

do intervalo de confi ança.
Assim, tem-se um intervalo de confi ança com alta probabili-

dade que ele seja verdadeiro, estimado por

                                                                                       (8)

Mecanicamente, isto equivale a colocar os valores 

)],(ˆ),(ˆ[ 2121
* ttTttT ii − , Bb ,,1…= , em ordem crescente, excluindo

( ) porcentos−×1002α  de seus últimos elementos. Os valores *
ab−  

e *
aa−  serão os últimos pontos dos elementos preservados no conjunto. 

A expressão em (10) “alta probabilidade de ser verdadeira” quer dizer 
que à medida que ∞→B , a probabilidade que ela seja verdadeira ten-
de a se aproximar de 1.

2
21

2 )]),(ˆ[(
3
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2.3 Dados e variáveis

A base de dados utilizada neste trabalho foi obtida diretamen-
te do Sistema Nacional de Informações de Saneamento (SNIS) do Mi-
nistério das Cidades e abrange uma amostra de 25 empresas de sanea-
mento de todo o Brasil para o período de 1998 a 2003. Estes dados estão 
arranjados em forma de panel data ao longo destes seis anos.

O modelo DEA foi estimado para cada fi rma isoladamente, 
com quatro insumos e cinco produtos. Esses insumos e produtos foram 
escolhidos em função da revisão de trabalhos já realizados e da dispo-
nibilidade de dados do SNIS.

Os quatro insumos são:

• Despesas totais com serviços, em R$/ano, representando 
o somatório de todas as despesas com insumos, matérias-
primas, controles sanitários e demais outros fatores de 
produção necessários à manutenção contínua dos servi-
ços (X1);

• Número de empregados, representando a mão-de-obra 
ligada direta e indiretamente à distribuição de água e ao 
tratamento de esgoto (X2);

• Extensão da rede de água em utilização, em km (X3);
• Extensão da rede de esgoto em utilização, em km (X4).

Os cinco produtos do modelo são respectivamente:

• População total atendida com água, em número de habi-
tantes (Y1);

• Percentual de água tratada (Y2);
• População total atendida com esgoto, em número de ha-

bitantes (Y3);
• Porcentagem de esgoto tratado (Y4);
• Receita Total, em R$/ano, representando o somatório das 

receitas obtidas com os serviços de água e esgoto (Y5).
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Estes insumos e produtos foram escolhidos porque podem 
quantifi car de forma direta os efeitos sobre o fornecimento de água e 
tratamento de esgoto para cada empresa de saneamento. Os resultados 
apresentados na próxima seção foram estimados pelo package FEAR, 
desenvolvido por Wilson (2007), para a linguagem R e pelo toolbox 
BOOTSTRAP do MATLAB. A Tabela 1 apresenta as estatísticas bási-
cas para os insumos e produtos utilizados na análise.
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3 Resultados

A Tabela 2 apresenta os resultados do modelo DEA Malmquist 
submetido à simulação bootstrap. O índice de efi ciência técnica (EF) foi 
medido para seis períodos consecutivos, de 1998 a 2003, e 25 empresas 
de saneamento do Brasil. Os valores dos índices foram estimados pelo 
método DEA Malmquist convencional e estão delineados para cada pe-
ríodo de tempo por empresa. Em seguida, aplica-se o teste de hipótese 
bootstrap para testar se houve ganho de efi ciência técnica. Se EF = 1 
caracteriza-se ausência de ganho de efi ciência no período de tempo t1/t2, 
se EF < 1, temos um ganho (melhora) para o período, e, se EF > 1, houve 
uma regressão em termos de efi ciência no período supra citado.

Analisando o quadro por um ângulo puramente não paramé-
trico, pode-se afi rmar que todas as fi rmas tiveram leves mudanças, para 
cima ou para baixo, em seus índices tecnológicos. No entanto, ao se 
aplicar a simulação bootstrap, o quadro sofre algumas mudanças. A 
partir da função de densidade Kernel (5), pode-se estabelecer testes de 
hipótese t-percentil baseado nas equações (6), (7) e (8) e testar a hipó-
tese nula H0: EF = 1 contra a hipótese alternativa H1: EF < 1 ou EF > 1, 
ao nível de signifi cância de 5%. Os índices tecnológicos que costumam 
variar pouco para cima ou para baixo poderiam estar situados na região 
de aceitação e serem, neste caso, não signifi cativos. 

Tabela 2: Efi ciência técnica média de 25 empresas de saneamento do 
Brasil durante períodos consecutivos de 1998 a 2003 com base no mo-
delo DEA Malmquist (orientação produto) e validado pelo teste de hi-
pótese bootstrap t-percentil proposto por Simar et Wilson (1999) com 
3999 replicações (H0: EF = 1, H1: EF < 1 ou EF > 1)

Período Efi ciência 
Técnica (EF)

Desvio-
padrão Mínimo Máximo

1998/1999 1,0950* 1,3745 1,1013 1,1925
1999/2000 1,0636* 1,8917 0,9207 1,0287
2000/2001 0,9631* 4,8356 1,0896 1,4910
2001/2002 1,0261* 1,9056 0,8777 0,9411
2002/2003 0,9921* 2,8976 0,9712 1,2367
(1998-2003) 1,0264* 1,8174 1,0715 1,1845

Fonte: Elaboração própria. Dados do SNIS, Ministério das Cidades, 2006.
Nota: Signifi cante a 5%.
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Ao se aplicar o teste de hipótese bootstrap t-percentil, pode-
se observar que os períodos 1998/1999, 1999/2000 e 2001/2002 rejei-
tam a hipótese nula (EF = 1). Os períodos de 1998/1999, 1999/2000 e 
2001/2002 apresentam ligeira perda de efi ciência, enquanto que o perí-
odo de 2000/2001 apresenta ganhos de efi ciência. As variâncias boots-
trap são pequenas e se concentram em torno da média. Para o conjunto 
dos anos de 1998 a 2003, as empresas de saneamento apresentaram, em 
média, ligeira perda de efi ciência. Isto poderia ser uma conseqüência 
direta do efeito cumulativo das perdas de efi ciência dos cinco períodos 
analisados conjuntamente. 

Levando em conta a dualidade entre teste de hipótese e inter-
valo de confi ança, pode-se também estabelecer intervalos de confi an-
ça bootstrap para testar a hipótese de tecnologia constante para cada 
período. Na Tabela 2, alguns períodos apresentaram variação em seus 
índices de efi ciência para mais ou para menos. Mas o mesmo ocorre 
ao nível de tecnologia? O período completo de 1998 a 2003 poderia 
revelar alguma mudança consistente na tecnologia que possa explicar a 
perda de efi ciência relatada na tabela 2? O impacto negativo ou positivo 
nos índices de efi ciência de certos períodos seria sufi ciente para afetar 
o índice geral de tecnologia de um dado período?

A Tabela 3 mostra os intervalos de confi ança bootstrap ge-
rados para testar a tecnologia por meio da equação (10) para os pe-
ríodos 1998/1999, 1999/2000, 2000/2001, 2001/2002, 2002/2003 e 
1998-2003. A metodologia usada foi smoothed bootstrap, proposto por 
Silverman (1998) e Simar e Wilson (1999). Assim, como no caso do 
teste de hipótese para a efi ciência, supõe-se que o índice de tecnologia 
(T) estimado pelo DEA Malmquist não apresenta variação para mais ou 
para menos (T = 1) e os índices de tecnologia não estão correlacionados 
às perdas ou ganhos de efi ciência apresentados na tabela 2. Como hipó-
tese alternativa temos H0: T<1 ou T>1, avanço tecnológico e retrocesso, 
respectivamente.

O parâmetro de amortização é dado por   1 51,06 ( , )h x y Nδ −= ⋅ ⋅                              

onde ),( yxδ  é o desvio-padrão estimado a partir da variância (9) e N é 
o número de observações. Este parâmetro minimiza a média assintótica 
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dos erros quadráticos quando os dados estão normalmente distribuídos, 
com variância 1 e covariância 0. 

Os parâmetros de amortização para 1998/1999, 1999/2000, 
2000/2001, 2001/2002, 2002/2003 e 1998-2003 são 1,7008, 1,5464, 
2,3653, 1,4539, 1,7105 e 1,7834, respectivamente. Pela teoria assintóti-
ca, h→0 à medida que N→∞. O número de observações é de 25 empre-
sas, o que leva este parâmetro a se situar entre os valores 1,45 a 2,36, 
dependendo do valor da variância. Quanto maior o seu valor, maior será 
o “esforço” do modelo para se aproximar da verdadeira fronteira.

Tabela 3: Intervalo de confi ança bootstrap para verifi car a hipótese de 
tecnologia constante por períodos consecutivos de 1998 a 2003 (com 
nível de signifi cância de 5% e 3999 replicações)*

Período Média Desvio-padrão Mínimo Máximo
1998/1999 1,053 3,054 0,919 1,106
1999/2000 0,938** 2,777 0,938 1,118
2000/2001 1,289** 4,248 0,905 1,101
2001/2002 0,879** 2,611 0,929 1,082
2002/2003 1,020 3,072 0,960 1,153
1998-2003 1,027 3,203 0,942 1,068

Fonte: Elaboração própria. Dados do SNIS, 2006.
Notas: *Estas inferências foram estimadas com base na densidade Kernel dada 
por (5) com auxílio do smoothed bootstrap; ** Signifi cante a 5%.

Os períodos 1999/2000, 2000/2001, 2001/2002 rejeitam a 
hipótese nula, apresentando, respectivamente, progresso, retrocesso e 
progresso tecnológico. No entanto, os resultados apresentados na tabela 
2 mostram perda, ganho e perda de efi ciência para os mesmos períodos. 
Isto poderia ser talvez explicado, no caso de avanço tecnológico, pelo 
processo de assimilação da nova tecnologia e que levaria as empresas 
a dedicarem certo tempo para incorporar toda a tecnologia e assim au-
mentar suas produtividades. No caso de retrocesso tecnológico (período 
2000/2001), essas empresas estariam se aproximando da fronteira de 
produção devido ao fato da fronteira de produção ter se deslocado para 
baixo, o que se traduz em ganhos de efi ciência.
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O período de 1998/1999 apresentou ganho de efi ciência, mas 
este não foi acompanhado de avanço/retrocesso tecnológico. Isto acontece 
porque as empresas, neste período de tempo, aumentaram seus níveis de 
efi ciência, se aproximando da fronteira de produção sem que esta tenha se 
deslocado para cima ou para baixo. Elas passaram a alocar melhor os fato-
res de produção disponíveis e passaram a ser mais efi cientes. Tem-se um 
caso clássico de efi ciência analisado pelo modelo DEA.

O índice de tecnologia médio para todo o período (1998 a 
2003) não foi signifi cativo. O seu valor foi de 1,027. O efeito em termos 
de tecnologia foi amortizado, no agregado, pela sucessão de progresso e 
retrocesso de um período para outro. Além do mais, o impacto da tecno-
logia sobre a efi ciência e vice-versa é pequeno e se concentra somente 
em certos períodos. Isto não é sufi ciente para alavancar um progresso 
ou retrocesso tecnológico quando se analisa uma série de anos como 
um todo.

Este resultado também é visualizado através da Figura 1. 
Ela descreve a distribuição dos índices de efi ciência para os períodos 
1998/1999, 1999/2000, 2000/2001, 2001/2002, 2002/2003 e para o in-
tervalo completo de 1998-2003. Estas distribuições foram geradas a 
partir da densidade de Kernel dada pela equação (5). Segundo Kneip et 
al. (1998), o estimador DEA converge em direção à verdadeira fronteira 

numa velocidade dada por 1
2

++
−

mqN , para q produtos, m insumos e N 
observações. A variância da distribuição do índice de tecnologia sob hi-
pótese nula deve tender a zero à medida que o tamanho da amostra tenda 

ao infi nito, para todos )1,1(),( ≥mq . No nosso caso em particular, para 

q=5 e m=4, esta velocidade de convergência será de 5
1

−
N . 

As distribuições dos índices de efi ciência da Figura 1 são rela-
tivamente concentradas devido ao fator de convergência citado acima, 
mas elas também são infl uenciadas por suas respectivas variâncias. É o 
caso do período 2000/2001, cujo desvio-padrão é de 4,8356. Os dados 
estão muito dispersos entre os índices 1 e 1,8 enquanto que nos demais 
os índices de tecnologia se concentram em intervalos mais compactos, 
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normalmente entre 0,9 e 1,2. Isto poderia nos dar mais explicações so-
bre o comportamento atípico do período 2000/2001.

Figura 1: Distribuições dos índices de efi ciência para os períodos 
1998/1999, 1999/2000, 2000/2001, 2001/2002, 2002/2003 e 1998-
2003, geradas pela densidade gaussiana de Kernel sob cross-validation 
(SILVERMAN, 1998), com 3999 replicações bootstrap.

Fonte: Elaboração própria. SNIS, 2006.
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Para os períodos cuja hipótese nula é rejeitada, pode-se obser-
var que os valores médios estão situados na região de exclusão. Este é 
o caso dos períodos 1999/2000, 2000/2001 e 2001/2002, cujos valores 
são 1,0636, 0,9631 e 1,0261, respectivamente. Os demais períodos pos-
suem seus valores médios dentro da região de aceitação. Outro ponto a 
mencionar é o fato de algumas distribuições serem mais concentradas 
em torno da média que outras. Embora o parâmetro de convergência   
siga sua trajetória em direção à verdadeira fronteira, este efeito pode 
ser infl uenciado pelo parâmetro de amortização, h, usado para calcular 
os intervalos de confi ança da Tabela 2. Este parâmetro é diretamente 
infl uenciado pela variância bootstrap (7), que, por sua vez, defi ne o 
formato da distribuição. A abordagem bootstrap apenas otimiza os re-
sultados já encontrados pelo modelo clássico e, sob certas condições de 
regularidade, mostra a tendência que estes seguiriam em direção aos 
verdadeiros resultados e à verdadeira fronteira de produção.

De modo geral, o Índice Malmquist tem se mostrado bastante 
promissor no tocante aos índices de tecnologias que se pode estimar a 
partir dos níveis de efi ciência. Este recurso foi melhorado com a intro-
dução do DEA Malmquist Bootstrap. Este método de simulação gerou 
uma distribuição para os índices de tecnologia, permitindo assim imple-
mentar intervalos de confi ança para verifi car, vis-à-vis a hipótese nula 
de tecnologia constante, se os índices de efi ciência e de tecnologia por 
período variaram ao longo dos anos de 1998 a 2003. 

Somente para os períodos 1999/2000, 2000/2001 e 2001/2002 
a hipótese nula de índice de tecnologia constante foi rejeitada. No en-
tanto, as empresas de saneamento para as quais a hipótese nula foi rejei-
tada não foram sufi cientes em número para incorporar estas mudanças 
locais ao conjunto do período de 1998 a 2003. A alternância entre retro-
cesso e progresso talvez tenha mostrado um efeito amortizador sobre a 
variação tecnológica ao longo do tempo.

4 Conclusões

Diante dos resultados encontrados acima, pode-se afi rmar que 
o índice Malmquist é bastante útil, não somente para analisar o contexto 
das fi rmas de saneamento ou de um conjunto de fi rmas, mas também 
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entre países, entre regiões, etc. O fato de poder separar o índice de pro-
dutividade em índices de efi ciência e de tecnologia permite uma análise 
mais completa do quadro produtivo para um certo período de tempo.

Todavia, as estimações não paramétricas clássicas são pivôs 
assintóticos de seus verdadeiros índices, desconhecidos. Tal limitação 
gera incerteza no tocante à consistência de tais estimadores, que são 
freqüentemente infl uenciados por variações na amostra. A abordagem 
bootstrap permite inferir algumas correções diretamente sobre as fun-
ções distâncias estimadas pelo método clássico e, assim, checar se os 
vieses corrigidos aumentam ou não a média dos erros quadrados.

Outro ponto importante desta abordagem está no fato do 
bootstrap dar confi abilidade aos índices Malmquist. Isto é feito atra-
vés da imposição de intervalos de confi ança bootstrap. Tais intervalos 
indicam se tais índices são signifi cativos no sentido estatístico. O fato 
de se ter um índice de tecnologia Malmquist diferente da unidade não 
é sinônimo que houve realmente mudança tecnológica. Embora certos 
períodos tenham apresentado índices de tecnologia fora da região de 
aceitação, a simulação permitiu verifi car que alguns deles possuem ín-
dices de tecnologia que se encontram na região de aceitação.

Em relação à aplicação do Índice Bootstrap – Malmquist a 
empresas de saneamento no Brasil, chega-se à conclusão que não ocor-
reu maior mudança de tecnologia no agregado do período analisado, 
mas houve mudanças signifi cativas em termos de ganhos/perdas de 
efi ciência. Alguns desses ganhos/perdas estão ligados a mudanças tec-
nológicas por período e ao processo de assimilação de tais tecnologias 
por parte das empresas, e outros (como no caso do período 1998/1999) 
devem-se à melhoria na alocação dos recursos disponíveis sem mu-
dança na tecnologia. Em conseqüência, a inefi ciência constatada em 
Sampaio e Sampaio (2006) deve-se principalmente à má alocação de 
recursos, mas também a variações tecnológicas intra e inter períodos. 
Em decorrência, as variáveis explicativas constatadas no referido tra-
balho são válidas e devem nortear uma melhor alocação que, ao per-
mitir elevação da efi ciência das empresas, venha permitir a melhoria 
e ampliação dos serviços com refl exos positivos sobre o bem estar das 
populações afetadas.
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