Previsao em Sistemas Dinamicos Caoticos com Ruido

Wilson Salustiano Jinior', Hugo L. D. de S. Cavalcante?

'Programa de Pés-Graduagdo em Modelagem Matematica e Computacional
*Departamento de Sistemas de Computagdo
Centro de Informatica — Universidade Federal da Paraiba
hugo.cavalcante@ci.ufpb.br

Resumo: Um modelo muito comum para sistemas dinamicos é que sua evolugdo seja dada por uma equagdo diferencial. Entretanto,
a ocorréncia de caos deterministico dificulta a aplicacdo deste modelo para fazer previsdes em sistemas reais. Caos deterministico é
um fendmeno com dependéncia sensivel a perturbac¢des, o que causa imprevisibilidade a longo prazo. Mostramos como usar dados de
séries temporais de um sistema para estimar as equacdes diferenciais que determinam sua evolucdo. Usamos como exemplo o
sistema de Lorenz e métodos numéricos que incluem o uso de func¢des polinomiais para ajustar as velocidades das varidveis do
estado, e assim determinar um modelo para a sua evolugdo temporal. Mostramos também que pode ser usado mesmo na situagdo de

dados com ruidos observacionais.
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1. Introducao

Muitos comportamentos naturais e artificiais podem ser
modelados matematicamente como sistemas dindmicos
de equacdes diferenciais em que determinam a evolugdo
temporal do estado do sistema. No entanto, as vezes é
complicado determinar qual o modelo matematico capaz
de reproduzir um determinado comportamento fisico
desejado, especialmente quando tratamos de dados
limitados ou de sistemas complexos, onde ha a presenca
da ndo-linearidade, caos e de ruidos observacionais [1].

Nesse contexto, torna-se interessante desenvolver
uma técnica que procure determinar um sistema de
equagdes diferenciais equivalentes ao sistema
desconhecido. Uma vez descoberto este sistema existe a
possibilidade de se resolver as equagbes a partir do
vetor de estado atual, conhecido, e desta forma fazer
estimativas sobre o seu estado futuro [2,3,4].

Técnicas modernas de inteligéncia artificial, tais
como aprendizagem de maquina, amostragem
compressiva, e computacdo em reservatorio, tém se
revelado eficazes em situagdes de alta complexidade,
resolvendo problemas que constituem desafios para a
computacao até ha pouco. Neste trabalho, usamos
algumas dessas técnicas para testar os limites da
previsdo em um sistema [2,3,5].

Para tentar realizar essas técnicas em dados de
sistemas desconhecidos, escolhemos como base um
sistema dindmico simples e cadtico, conhecido como
sistema de Lorenz. Nossa metodologia consiste em gerar
dados observacionais, correspondendo as séries
temporais do sistema de Lorenz, usar estes dados para
estimar a equacdo diferencial, bem como os seus
parametros, que regem a evolugdo do sistema. Isso é
feito com o uso de funcdes polinomiais, capazes de se
ajustar a dinamica desconhecida. Em seguida, usamos
este modelo para prever o estado futuro durante um
certo horizonte de previsdo. Esta previsdo pode ser
comparada com o estado verdadeiro do sistema original
para testar a precisdo da técnica [6].

O objetivo é desenvolver algoritmos capazes de se
adaptar ao sistema, com pardmetros flexiveis, que
simulem e apresentem solucdes aproximadas dos dados
coletados.

2. Metodologia
Os métodos sdo implementados em linguagem de
programacdo Python, fazendo uso de modulos pré-
existentes para analise numérica e ajuste de fungoes.
Usamos as bibliotecas Numpy, Scipy, Random e
Matplotlib.

Dado o sistema de Lorenz na equacao (1),
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onde 0 = 10, r = 28 e b = 2,667. Encontramos solugdes
numeéricas para este sistema através do método de
Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) com as condicdes
iniciais adequadas, mas genéricas. A partir desse
momento vamos supor que esses dados, considerados
como observagles exatas, tenham se originado de um
sistema dindmico desconhecido, o qual desejamos
estimar e prever.

Temos o objetivo de recuperar a dindmica do sistema
a partir das velocidades desses dados (suas derivadas
com respeito ao tempo). A metodologia pode ser
dividida em trés etapas:

1) Calculamos fung¢des polinomiais unidimensionais de
grau G que aplicadas ao tempo se ajustem aos dados
observados. Definimos estas como P (t[n]), onde
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o tempo foi discretizado. Para encontrar estas
fungdes usamos o método de B-Spline [7].

2) Realizamos uma derivacdo com relacdo ao tempo
dessas  fungbes polinomiais  unidimensionais,
chamando a derivada temporal de  V (t[n]), como
mostra na equacgao (2).

P(t[n])=V (t[n]). e

3) Usando o método de Minimos Quadrados [8],
calculamos fung¢des polinomiais multidimensionais
F, de grau G, aplicadas aos dados ajustados, tais que
estas funcdes expressem as velocidades como fungao
das variaveis de estado, como na equacao (3).

F(P(t[n])=V(t[n]). ®)

Em situagdes reais, é inevitdvel que haja erros nos
dados, que chamamos de ruido. Para simular a situagdo
de ruido observacional nos dados, acrescentamos a uma
copia dos dados, valores aleatérios com distribuicao
gaussiana. Isso sera feito com a equacdo (4).

X,=X+r, ()]

onde x, sdo os dados contaminados por ruido, x sdo

os dados exatos e r sdo os valores aleatérios produzidos
com a distribuicdo especificada.

3. Resultados
Resolvemos a equagdo (1), com o método RK4, usando
as condicdes iniciais da equacgao (5).

X1[0]:O,1,
XZ[O]:O,l, (5)
Xs[O]:O,l,

em um tempo discretizado sobre um passo constante

At=10"° Inicialmente, com t[0]=0,0 e

t[N]=100,0 , onde N é o indice final da série. Isso
produzira séries temporais, onde os dados finais estdo
fora do transiente inicial. Logo em seguida, usamos os
dados finais dessas séries como sendo as novas
condicGes iniciais e novamente solucionamos o sistema
no mesmo intervalo. Assim obtemos os dados mostrados
na Figura 1.

Acrescentamos ruido observacional r, com

distribui¢do normal de média w=0 e desvio padrao

D=méx (x). S6 entdo partimos para a recuperacio
do sistema usando os dados das séries temporais com
ruidos.

Aqui é preciso ter cautela ao se ajustar as fungdes
polinomiais sobre os dados contaminados por ruido.
Néao queremos que as equagOes estimadas acompanhem
as oscilacOes rapidas causadas pelo ruido, mas apenas a
dindmica original do sistema, que varia em uma escala
de tempo mais lenta. Sendo assim, usamos funcGes
polinomiais unidimensionais P, (t) de grau G que se
ajustam com o método B-Spline usando um parametro

de suavizacdo s. Esse método usa um ajuste de minimos
quadrados de modo que tenta filtrar o ruido, admitindo
um residuo no ajuste de valor s, de acordo com a
equacao (6).

> (P [n]-x,[n)ss, ©)

i=1

onde P,[n] é o vetor de fungdes que desejamos,
x,[n] é vetor de dados conhecidos.
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t

Figura 1. Séries temporais do sistema de Lorenz.

Usando os dados conhecidos, testamos diversos
valores de s a fim de chegar ao menor residuo possivel
com respeito aos dados exatos, livres de ruido. Sendo
assim, acompanhamos a dependéncia em s do valor do
desvio médio ao valor exato Q, como na equacgao (7).

Qzﬁilp,[n]—x[nn:o. %

Como o sistema de Lorenz é tridimensional, fazemos
o uso de trés fungdes polinomiais. O grau G dessas
fungdes polinomiais variando de 3 a 5. Nossos testes
mostraram o melhor valor de s encontrado para cada
grau analisado no Quadro 1.

Quadro 1. Anélise da escolha do valor de s. FONTE.: os autores.

3 Grau

E 3 4 5

P, s=300 s=300 s=300
P, s=540 s=530 s=530
P, s=1800 | s=1800 | s=1800

Com o uso desses valores de s, seguimos as etapas
da metodologia. Na primeira etapa precisamos saber
qual o melhor grau para o ajuste dos polindmios e na
terceira etapa precisamos saber qual a melhor norma
para o ajuste, sempre visando o melhor saldo de
previsdo. Para definir um critério numérico para a
capacidade de previsio arbitramos o tempo (ou
horizonte) de previsdo como sendo aquele no qual o
erro percentual das séries temporais originais e
recuperadas diante de ruidos atinge 10% do wvalor
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maximo da série. Fizemos uma andlise estatistica
baseada em 10 realizacbes em que a cada realizacdo
mudamos os valores aleatérios de ruidos. Esta analise,
mostrando os efeitos do grau e da norma no tempo de
previsdo, é mostrada na Figura 2.

Realizacdes: 10.

Tempo de previsao média entre os valores maximos e minimos nas ocorréncias

! norma [y
i norma [y

norma (’Hll(‘h}'

{

=

Tempo de previsao

4 [ ]
g
3 i
—_— Ll —
4
2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,9

Grau da fungio B-spline

Figura 2. Anélise sistematica do grau e norma.

Além disso, sabemos que o tempo de previsao pode
ser fortemente influenciado pela condicéo inicial, pois
o tempo de previsdo maximo tedrico depende do
expoente de Lyapunov local observado no espaco de
fase, o qual é determinado pelo tempo de observacéo e
pela condicdo inicial. Fizemos, entdo, o teste com
diferentes condicOes iniciais, mas fixando os valores de
ruido, apresentado na Figura 3.
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Figura 3. Analise sistemdtica do grau e norma.

Em seguida, fixando valores de ruidos e com o
resultado da andlise, fizemos, na primeira etapa, o uso
de fungdes polinomiais unidimensionais de grau 5. Na
segunda etapa, fazemos uma derivacdo com relagdo ao
tempo dessas funcdes e obtemos fungdes polinomiais
unidimensionais de grau 4. Na terceira etapa, fazendo o
uso de fungdes polinomiais multidimensionais de grau 2
e usando a norma [,, temos o resultado para os
coeficientes dos polindmios, mostrado no Quadro 2.

Sabendo que as fungdes do sistema de Lorenz sdo
também polindmios, é possivel realizar a comparagado
com os valores exatos. Tratando agora nosso sistema
dado por essas novas fungdes polinomiais, realizamos
uma solu¢do numérica através do método RK4.

Quadro 2. Valores resultantes para os coeficientes diante de ruido.

equacao

(]

[

© X =f X,=f, X3=f;

o

1 -1 -0,9 -1,7

X, -10,2 27,8 -0,5

X, 10 -0,8 0,4

X5 -0,2 0 -2,4
XX, 0 0 1
X, X3 0 -0,9 0
X,X5 0 0 0

% 0 0 0

x> 0 0 0

x> 0 0 0

A Figura 4 apresenta o comparativo das séries do
sistema de Lorenz e as séries do sistema aproximado. A
Figura 5 apresenta o tempo de previsdo de
aproximadamente 2,61 unidades de tempo considerando
o critério de 10% do erro percentual das séries
temporais originais e recuperadas diante de ruidos.

4. Discussao

A andlise da Figura 2 e da Figura 3 mostra que para a
primeira etapa o melhor grau é 5 e para a terceira etapa
a melhor norma é [,. Ndo testamos que efeitos
podem ter nesta andlise a variagdo do intervalo de
tempo entre os dados temporais e o acréscimo do ruido.
O nivel de ruido usado foi de apenas 1% do valor
maximo da série temporal Para outros dados,
provavelmente os resultados de s, graus das fungdes e
normas serdo outros. Entretanto, a metodologia é a
mesma, 0 que nos assegura sua eficacia. Também em
situaces reais, onde ndo conhecemos o sistema, a tarefa
de encontrar o valor de suavizagdo torna-se mais
complicada, pois ndo podemos calcular Q, o desvio do
valor exato, mas o uso de B-Spline ajustada possibilita
estimar um valor de s adequado de modo a ndo ajustar o
ruido dos dados.
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Figura 4. Comparagdo entre as séries temporais originais e as séries
recuperadas diante de ruido.
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Figura 5. Erro percentual das séries temporais originais e recuperadas
diante de ruidos. FONTE: os autores.

5. Conclusées
Usamos o sistema de Lorenz como exemplo para aplicar
e desenvolver o nosso método de previsdo em sistemas
dindmicos. Mostramos que o conhecimento de séries
temporais de dados oriundos do sistema pode ser usado
para recuperar a dindmica que origina o comportamento
observado. Em seguida, usando a dindmica recuperada,
e abordamos o problema da previsdo do estado futuro.
Desenvolvemos uma técnica de inteligéncia artificial
utilizando funcbes polinomiais para calcular as
velocidades de evolugdo das varidveis de estado do
sistema e com isso, recuperamos suas equacoes
diferenciais e finalmente realizamos a previsdao. O
algoritmo proposto é capaz de se adaptar ao sistema,
com parametros flexiveis, extraidos a partir dos dados

coletados em observacoes. Sendo assim, os resultados
sdo eficazes diante de um sistema cadtico e o método
ainda pode ser ajustado e aplicado a outros sistemas.
Exploramos algumas situagdes que se espera encontrar
em problemas reais, no intuito de mostrar que sua
aplicabilidade pratica é viavel.

Para reduzir o efeito do ruido, fizemos testes com
diferentes valores de um pardmetro de suavizacdo e
conseguimos encontrar valores que fazem uma filtragem
nos dados com ruidos de modo a aproximéa-los cada vez
mais dos dados considerados exatos.

Em geral, conclui-se que as aproximagOes por
fungbes polinomiais sdo eficazes para recuperar as
equages governantes dos sistemas. Logo, conforme
temos os métodos para a previsdo de um sistema
cadtico, entdo é possivel sua aplicagdo a dados reais de
sistemas  desconhecidos, desde que tenham
caracteristicas similares, tais como determinismo e
baixa dimensionalidade.
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