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As “Regulae” e a “Geometria”

71. — O elemento matematico sobre o qual apoia o sistema cosmolégico de
Descartes ndo é outro sendo a dimensao espacial. Ele participa das caracteristicas
da extensdo, e as caracteristicas da extensdao sao aquelas que, por sua
irredutibilidade ao espirito, atestam a existéncia de uma ordem de substancias
distinta da ordem das substancias espirituais. A dimensao espacial é um objeto que
a inteligéncia representa para si, como lhe sendo exterior, e que é naturalmente
acompanhado de um esfor¢o da imaginacdo. Nesse sentido, a matematica universal
¢ uma extensao dos métodos geométricos a universalidade dos problemas da
mecanica, da fisica, da biologia ou da psicofisiologia. Mas é claro que, por si s0, essa
extensdo nada pode mudar na ideia que formamos da técnica propria a matematica.

Pelo contrario, a Geometria de 1637 opera uma transformacao dos métodos
técnicos da Geometria e da Algebra. Qual foi o trago essencial dessa transformacdo
no julgamento de Leibniz, certamente o critico menos indulgente, o mais inclinado
até mesmo a restringir o alcance da revolucao cartesiana e a reverter em injustas
acusacoes de plagio as inevitaveis semelhancas que a obra de um grande
matematico pode oferecer com as ideias parciais de seus predecessores ou rivais? A
resposta precisa a esta questdo estd em uma carta, provavelmente dirigida ao
Journal des Savants: “Aqueles que entraram suficientemente no interior de Andlise e
da Geometria sabem que Descartes ndo descobriu nada de importante na Algebra, a
especiosa em si mesma sendo de Viete, as resolugdes das equagdes cubicas e
quadradas-quadradas sendo de Scipion du Fer e Louys de Ferrare?, a génese das
Equacgdes pela multiplicidade de equagdes iguais a zero sendo de Harriot Anglais, e
o método das tangentes ou de maximis e de minimis sendo de Fermat, de modo que
ndo lhe resta sendo o ter aplicado as equagdes as linhas da Geometria de graus
superiores, que Viete, advertido pelos antigos que ndo as consideravam totalmente
geométricas, havia negligenciado”3.

Desde o primeiro livro da Geometria, Descartes destaca da maneira mais
clara esta concepgdo original: “Deve-se notar que por a® ou b ou assemelhados, eu
ndo concebo ordinariamente sendo linhas muito simples, embora apenas para me
servirem de nomes usados em Algebra, eu os chamo de quadrados ou de cubos, etc”.

72. — Esta concepcao esta seguramente relacionada a ideia da matematica
universal exposta nas Regulae. Contudo, curiosamente, ela ndo é formalmente
expressa nas Regulae. E mesmo notavel que, nas tltimas paginas que delas escreveu,
Descartes parece dar as costas a essa concepg¢ao: ele “propde na regra XVIII, figurar
pela superficie de um retangulo o produto de dois fatores”4. No entanto, ha poucas
duvidas de que Descartes nao tenha praticado, desde os primeiros dias de sua
atividade intelectual, os procedimentos dos quais a geometria analitica deveria
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emergir; a descoberta desses procedimentos deve ter contribuido em boa parte no
entusiasmo que acompanhou a invencdo do método®, da mesma maneira que o
sucesso de sua aplicacdo sistematica, perseguida por um periodo de prova que
durou nove anos, explica a confianca de Descartes no valor e na fecundidade do
meétodo.

Contudo, nas Regulae ja afirma-se um trago caracteristico da fisionomia
intelectual de Descartes: sua distancia, matizada por algum desdém, pela pesquisa
da matematica abstrata: “Ndo daria muita importancia a estas regras, se so
servissem para resolver os vaos problemas com que costumam entreter-se os
calculadores ou os gedOmetras nos seus passatempos [ Neque enim magni facerem has
regulas, si non sufficerent nisi ad inania problemata resolvenda quibus Logistae vel
Geometrae otiosi ludere consueverunt]”’®. “Para os problemas”, escreveu ele a
Mersenne mais ou menos na mesma época, “estou tdo cansado das matematicas e
agora faco tao pouco delas, que eu ndo poderia mais me ocupar em resolvé-los”7. A
matematica dos técnicos, as matematicas “vulgares”, sio mais o envelope do que as
partes constituintes da matemdtica universal®. A preocupagdo constante de
Descartes nas Regulae é rasgar o envelope para melhor revelar o alcance da
aplicacao as ciéncias do concreto. Parece que, se uma solicitacao externa nao tivesse
levado Descartes a compor a Geometria, ele nao teria extraido do concurso da
algebra e da geometria sendo procedimentos técnicos para seu uso pessoal. A coisa
parece ter-se passado assim ao menos para o calculo dos indivisiveis: Descartes,
segundo as conjecturas muito plausiveis de Paul Tannery, dispunha, por sua vez, de
métodos equivalentes aos de Cavalieri ou de Roberval®; porém, ele absteve-se de dar
a conhecer algo a respeito, talvez por ndo poder dar uma justificacdo
suficientemente racional a seu gosto, abandonando a seus imitadores a honra da
invencao.

Isso sem duvida explicaria a situacdo singular da Geometria vis-a-vis as
Regulae, que provavelmente a antecedeu em uma dezena anos: Descartes na
Geometria retorna a um estagio de seu pensamento que ele acreditava ter superado
definitivamente. Ora, ao aprofundar o que deveria ndo servir senao de introducdo e
preparacdo para sua filosofia do universo, ele criou uma obra que iria modificar o
significado da ciéncia matematica no século XVII e o curso da filosofia matematica.

A andlise cartesiana

73. — Leibniz nos preservou as circunstancias deste feliz acidente: “Sobre o
tema da Geometria de Descartes, é bom saber que foi Golius quem forneceu a ocasiao
para a fazer nascer, e contribuiu para as aberturas que ele teve nesta ciéncia. Porque
Golius era muito versado na geometria profunda dos antigos, que desde entdo havia
sido como que esquecida. E como Descartes fazia soar alto seu método e a facilidade
que ele proporcionava para resolver problemas, Golius indicou-lhe o grande
problema dos antigos relatado por Pappus, que consiste em uma certa enumeracao
das linhas curvas pelas posi¢des geométricas. Esse problema custou a Descartes seis
semanas e fez quase todo o primeiro livro da Geometria... Recebi isso de Hardy, que
me contou uma vez em Paris”10. Foi no final de 163111 que Descartes parece ter
enviado a Golius “professor de matematica e linguas orientais em Leiden” a solugao
desse problema.

Na linguagem moderna, o problema de Pappus é enunciado desta forma
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muito simples: “sendo dadas 2n retas, encontre o local de um ponto tal que o produto
de suas distancias até n dessas retas esteja em uma relagdo determinada com o
produto de suas distancias as n outras”12. Este problema relaciona-se com a obra de
Apoloénio. Fermat o abordou seguindo o método dos antigos: “sua solucao muito
elegante para lugares com trés retas € a Unica conservada”13. Em 1640, Roberval, a
quem Descartes aconselhou que apresentasse a seu modo o problema de Pappus4,
disse ter restituido integralmente os lugares sé6lidos a trés ou quatro linhas?>. Ora, a
este método dos antigos, e no terreno escolhido por Golius, devia se opor o novo
método que Descartes apresentava como o segredo de seu génio, e ao qual, além
disso, ele foi teoricamente conduzido e praticamente iniciado pelo estudo da
matematica abstrata.

74. — O método dos antigos é a sintese. Descartes, em uma passagem muito
significativa de suas Respostas as Segundas Objegées feitas sobre as Meditagdes
Metafisicas, caracteriza-o como “o exame das causas por seus efeitos (embora a
prova contida seja frequentemente também dos efeitos para as causas)”16. Tal
concep¢do da sintese é, sem duvida, paradoxal, e a reserva expressa entre
parénteses prova que Descartes o percebe. No entanto, ela é explicada sobre o
proprio exemplo do problema de Pappus. De fato, o método sintético raciocina
diretamente sobre as linhas que compdem as figuras e investiga por qual
procedimento elas podem ser tracadas de modo a satisfazer as condi¢ées do
problema. Ora, essas linhas, que sdo para a imaginacdao os termos elementares do
problema e que representam naturalmente o absoluto, sdo na realidade os efeitos,
visto que dependem das relacdes métricas que estdo contidas no enunciado do
problema; sdo as relagdes métricas, e ndo as linhas, que sdo o verdadeiro absoluto,
se por absoluto nao entendemos o objeto que parece sobressair aos olhos com uma
aparéncia de independéncia, mas o principio simples, a causa, o que para o espirito
comanda e engendra um conjunto de determinagdes?’. Assim entendido, o absoluto
pode ser, como indicam as Regulae, uma relagdo: por exemplo, a relacao que define
uma proporc¢do geomeétrica e que é chamada, com todo o direito, de razdo. Essa
relacdo deve ser expressa em si e por si mesma; nisto consiste a atitude de analise:
“a analise mostra a verdadeira via pela qual uma coisa é metodicamente inventada,
e mostra como os efeitos dependem das causas”18. Ora, aqui, as causas sdo as
relacdes de grandezas que ddo conta da posicdo das linhas; é necessario, por
conseguinte, poder desprendé-las dos dados do problema, eliminando as
circunstancias que dependem da configuragao das linhas, em particular da distin¢cdo
entre linhas supostamente conhecidas e linhas supostamente desconhecidas, e que
conferiam aos procedimentos empregados pelos antigos sua aparéncia de enigmas,
de facanhas?9.

Esse é o método a que Descartes da o nome de analise, embora certamente
comporte um trabalho de composicao ap6s o trabalho de resolucdo. O método
analitico ndo serd aquele que exclui a sintese, mas aquele que ndo traz a sintese até
que aresolucao tenha sido levada ao fim; é a integralidade da analise que nos parece
ser caracteristica e decisiva.

75. — Aplicada ao problema de Pappus, a solucdo faz corresponder a cada
um dos elementos lineares um “digito” [chiffre], de modo a obter uma equacgdo
algébrica. “Querendo resolver algum problema, devemos primeiro considera-lo
como ja feito, e nomear todas as linhas que parecem necessarias para construi-lo,
tanto as desconhecidas como outras. Entdo, sem considerar qualquer diferenca
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entre essas linhas conhecidas e desconhecidas, devemos percorrer a dificuldade de
acordo com a ordem, que mostra, o mais naturalmente de tudo, de de que forma elas
dependem mutuamente umas das outras, até que tenhamos encontrado uma forma
de expressar uma mesma quantidade de duas maneiras: o que é chamado de
Equacao, porque os termos de uma dessas duas maneiras sao iguais aos da outra. E
é preciso encontrar tantas Equagdes quanto foi suposto de linhas que eram
desconhecidas”?0. As expressdes de Descartes lembram muito de perto, seguindo a
interessante observacdo de Gibson?1, as paginas nas quais a reda¢do das Regulae se
deteve. A Regra XIX formula-se assim: “importa procurar tantas grandezas
expressas de duas maneiras diferentes quantos os termos incégnitos que supomos
como conhecidos, para percorrer diretamente a dificuldade; ter-se-ao assim outras
tantas comparagdes entre duas coisas iguais [quaerendae sunt tot magnitudines
duobus modis differentibus expresssae, quot ad dilficultatem directe percurrendam
terminos incognitos pro cognitis supponimus: ita enim tot comparationes inter duo
aequalia habebuntur]”22. Mas esta regra, da qual temos apenas o enunciado, ainda
poderia ndo se aplicar sendo a formacao das equagdes propriamente geométricas,
enquanto o método da Geometria prescreve expressar as relacdes geométricas em
equacoes algébricas, e é esta expressao que é o ponto capital.

Para obter uma tal expressao, a Geometria utiliza o sistema de coordenadas
o mais simples, aquele que Oresme empregava visando representa¢des puramente
graficas, como os simbolos que nas Regulae Descartes recomendava recorrer:
sistema de coordenadas retangulares, que também sdo chamadas de coordenadas
cartesianas. A abordagem metddica de Descartes, entdo, o conduz ao proéprio
procedimento praticado por Fermat. Por um lado, a resolugdo do problema de
Pappus é feita no campo da algebra de Viete; por exemplo, “a analise do local em
quatro retas” é “apresentada sob a forma de uma discussdo geral da equagdo de
segundo grau com duas desconhecidas”?3. Por outro lado, a consideracdo das
condicdes gerais do problema leva a considerar a natureza das linhas curvas, e a
fundar sua classificacdo sobre o grau de sua equacdo: “Quando esta equacdo nao
chega sendo ao retangulo de duas quantidades indeterminadas, ou bem ao quadrado
de uma mesma, a linha curva é do primeiro e mais simples género, no qual s6 estdo
incluidos o circulo, a parabola, a hipérbole e a elipse. Porém (...) quando a equagdo
chega até a terceira ou quarta dimensao dos dois ou de uma das duas quantidades
indeterminadas: porque sdo necessarios dois para explicar aqui a relagio de um
ponto com um outro: ela é do segundo. E (...) quando a equacdo chega até a quinta
ou sexta dimensao, ela é do terceiro: e assim as outras até o infinito”24.

0 alcance da geometria cartesiana

76. — O pensamento cartesiano, penetrado da no¢ao da unidade da ciéncia
humana, mantendo como materiais a analise geométrica de Apoldnio e a andlise
algébrica de Viete, gerou uma nova disciplina cujo principio é, segundo a expressao
de Florimond de Beaune, “a relacdo e a conveniéncia mutuas da aritmética e da
geometria”2>.

Do ponto de vista técnico, esta correlacao entre a algebra e a geometria da
lugar a duas praticas diferentes. Podemos usar as propriedades geométricas das
curvas e, por exemplo, “construir” as raizes comuns das equagoes determinando os
pontos de interseccao das curvas correspondentes. Podemos partir das equagdes
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das curvas e, por exemplo, obter seus pontos de interseccao calculando suas raizes
comuns. Em um caso, fazemos a algebra com a ajuda da geometria; no outro,
fazemos geometria com a ajuda da algebra.

Os dois procedimentos mostraram-se igualmente fecundos para a extensao
da ciéncia; a geometria analitica é indiferentemente a aplicacdo da algebra a
geometria, ou a interpretacdo da algebra pela geometria. Mas as duas maneiras de
fazer as coisas deixam de ser equivalentes se nos preocupamos em extrair uma
concepcao tedrica da nova ciéncia. A resolucdo de equacgdes algébricas com a ajuda
de construcdes geométricas é um procedimento de inducao que vai antes das causas
para os efeitos; a doutrina que incide diretamente sobre a constituicdo das equagdes
algébricas, satisfaz as exigéncias do método analitico, cuja abordagem essencial é
assim formulada no Discurso: “conduzir meus pensamentos em ordem, a partir dos
objetos mais simples e mais faceis de conhecer, para subir pouco a pouco, como que
por degraus, até o conhecimento dos mais compostos”. E a esta pratica intelectual
que as Meditagbes Metafisicas se conformam: Descartes declara expressamente, nas
Respostas as Segundas Objegdes, ter seguido “a via analitica (...) porque ela parece
ser a mais verdadeira e prépria para ensinar”. E é dessa pratica intelectual que surge
a teoria das equacdes, que abre o terceiro livro da Geometria: “E necessario”, escreve
Descartes, “que eu diga algo em geral sobre a natureza das Equacdes: isto €, as somas
compostas de varios termos, parte conhecidos e em parte desconhecidos, alguns dos
quais sao iguais a outros, ou ainda, que, considerados todos juntos, sdo iguais a zero;
porque frequentemente sera melhor considera-las dessa forma”2é,

Apesar da aparente desordem da Geometria, que é um efeito da arte, ou pelo
menos que esconde uma intenc¢ao de desafio??, essa teoria esta no pensamento de
Descartes e foi, para os contemporaneos, a parte principal da matematica cartesiana.
A equacgado algébrica expressa a relagdo fundamental que constitui a grandeza; ela é
o absoluto. Tratar as equagdes algébricas seguindo o método da andlise é assistir a
geracdo de equagdes com o auxilio de suas formas mais simples; € mostrar como a
noc¢do de raiz procede da equacdo, colocada de uma forma tal que o segundo
membro seja zero, e porque a descoberta das raizes é uma resolucao da equacao:
“Saiba, entdo, que em cada Equacdo, a quantidade desconhecida tem tantas
dimensoes, quanto podem haver raizes diversas, isto €, valores desta quantidade:
porque, por exemplo, se supomos x igual a 2 ou X — 2 igual a zero, e novamente, x =
3, ou entdo x — 3 = 0; multiplicando essas duas equagdes entre si,

x—2=0 e x—3=0,
um pelo outro teremos

x> —5x+6=0, ou bem x*=5x — 6
que é uma equacdo em que a quantidade x vale 2, e qualquer conjunto vale 3”28,

77. — Sem precisarmos relembrar o detalhe das leis que concernem as
operacdes sobre as raizes e a transformagdo das equagdes, podemos perceber como
esta teoria da natureza das equac¢des consegue um tal progresso na reducao das
“dificuldades”, que ela transforma a concepcao de matemadtica pura e a nogao
fundamental de quantidade.
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As Regulae partiram da matematica propriamente dita para estender a todos
os problemas que pudessem se colocar ao homem o método de resolucao de que sé
esta ciéncia, até entdo, deu o exemplo. A aritmética e a geometria sdo justapostas ali
como satisfazendo igualmente as exigéncias da ordem e da medida. Com a
Geometria, a justaposicao transforma-se em uma hierarquia; a quantidade, sujeita a
restricdo que lhe é imposta pela representacdo espacial, torna-se uma coisa
composta em relacdo a quantidade definida unicamente por meio das operacdes da
aritmética, expressa com o auxilio dos sistemas simbdlicos da algebra.

Dai a consequéncia de que os limites da ciéncia algébrica determinam os
limites da ciéncia geométrica. Quase no final do terceiro livro, apés ter indicado o
método para aresolucdo das equagdes do quarto grau, Descartes acrescenta que ndo
tem “mais nada a desejar, nesta matéria...: E verdade que eu ainda nio disse em que
razdes me baseio, para ousar assegurar que algo é possivel ou ndo é. Porém, se tem-
se em conta como, pelo método que estou usando, tudo o que cai sobre a
consideracdo dos Gedmetras reduz-se a um mesmo género de Problemas, que é
buscar o valor das raizes de alguma Equacao, julgaremos que nao é dificil enumerar
todos as vias pelas quais podemos encontra-lo, o que é suficiente para demonstrar
que escolhemos o mais geral e o mais simples”?2°.

78. — A conclusdo da Geometria é, portanto, andloga a conclusdo dos
Principios de Filosofia; ambos sdo inspirados pelo mesmo principio formulado ja nas
Regulae. A Regra VII prescreve, para a realizacdo da ciéncia, tomar os elementos do
problema um a um e percorré-los todos em um movimento continuo, em nenhum
lugar interrompido, do pensamento, de modo a poder compreendé-los em uma
enumeracao suficiente e metodica. Ora, a aplicacdo desta regra permite muitas vezes
esta “audaciosa” conclusao, de que “se nenhum dos caminhos disponiveis ao homem
leva a descoberta da solucdo, o conhecimento estd colocado fora do alcance da
inteligéncia humana”30. A doutrina aplica-se naturalmente a geometria: o
movimento ininterrupto da mente, como aparece na algebra, encontra uma matéria
para exercer-se sobre as linhas geométricas “desde que possamos imaginar que
sejam descritas por um movimento continuo, ou por varios que seguem-se uns aos
outros e dos quais os ultimos sdo inteiramente regulados por aqueles que os
precedem”31. As linhas que ndo satisfazem esta condi¢do estdo além do dominio da
resolucdo algébrica e, pela mesma razdo, para além do conhecimento humano: as
linhas geométricas sao, por defini¢cdo, aquelas que se enquadram em alguma medida
bem determinada32. Descartes descarta as “linhas que parecem cordas, isto €, que as
vezes tornam-se retas e as vezes curvas, porque a propor¢ao que esta entre as retas
e as curvas ndo é conhecida e mesmo, creio eu, ndo podendo sé-la pelos homens, ndo
podemos concluir dai nada que fosse exato e certo”33.

Essas palavras foram severamente julgadas: Leibniz ndo perdera a
oportunidade de recordar que, ao declarar impossivel a retificacio de uma curva,
Descartes “foi enganado por uma presuncdao muito grande... medindo as forcas de
toda a posteridade pelas suas proprias”3+. Mas isso deve ser visto como palavras de
um filésofo e ndo de um técnico; e é isso que as torna tdo interessante para nés. A
constituicdo da geometria cartesiana é como que“subsumida” sob uma certa
filosofia, e essa filosofia deve ter marcado uma data decisiva na historia do
pensamento. Mesmo aquilo que é para Fermat um procedimento admiravel de
“elegancia” e “comodidade”, torna-se aos olhos de Descartes um método fundado na
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natureza das coisas. A facilidade e a simplicidade das solu¢des nao sao mais
vantagens que trazem a luz a feliz invenc¢ao de um estudioso: sdo as marcas e as
consequéncias da penetracdo do pensador cuja meditacdo é capaz de atingir a
profundidade ultima da realidade. Pois ela emerge sob uma luz totalmente nova da
no¢do de equacao algébrica. Ela foi um meio adequado para resolucao de problemas
geométricos; agora ela aparece como a razao das determinac¢des da extensao.

Com a Geometria, a ideia cartesiana da matematica adquire um alcance que o
resto da obra cartesiana dificilmente permite precisar. Em sua forma inicial, a
matematica universal parecia ter em vista sobretudo a extensao da geometria ao
universo; o elemento era a dimensao espacial, que servia de modelo para qualquer
medida e qualquer combinacdo dos elementos do mundo fisico. A Geometria da
como base para a matematica a resolu¢do intelectual do dado geométrico; a
dimensao espacial, fornecida por uma espécie de imaginacao a priori, ndo é mais do
que um apoio exterior para uma concep¢ao cujo valor essencial é independente de
toda representacdo imaginativa. A partir dai a ideia da ciéncia matematica é
transformada: a quantidade ndo é mais, como em Euclides, uma determinacgdo tirada
pela abstracdo da observacdo dos objetos; a ciéncia da quantidade ndo é mais
comparavel a uma ciéncia natural. A nog¢ao de quantidade é puramente intelectual;
ela é estabelecida a priori pela s6 capacidade da mente de conduzir e de perseguir
ao infinito as “longas cadeias de razdes”.

Essa nova concep¢ao da matematica levou a uma nova concepg¢ao da filosofia,
que ganharia corpo nos sistemas de Malebranche e Spinoza e determinaria um
estagio essencial no desenvolvimento da filosofia matematica.
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